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システム制御資料 2007 担当小坂 
 
１．自動制御とは 
 １．１ 自動制御の種類と発展過程 
  自動制御の始まり ワットの調速機 

   
 １．２ シーケンス制御とフィードバック制御 
 １．３ オープンループ制御とフィードバック制御 
 １．４ 自動調整・サーボ機構・プロセス制御 
 
２．数学的準備 
 ２．１ 定係数線形微分方程式 
（１） 直進運動において，運動方程式は「ある物体の質量」×「その物体に生ずる加速度」＝「そ

の物体に加わる力の合計」で表される。地球上で空気の抵抗が無視できれば，質量ｍ[kg]の
物体に加わる力（重力＝地球が引っ張る下向きの力）はｍｇ[N(ニュートン)]である。（ｇは

重力加速度[m/s2]である）この物体の変位（垂直方向の位置）をｘ[ｍ]で表した関係式（運

動方程式）を求めよう。 
（２） 直進運動において，運動方程式は「ある物体の質量」×「その物体に生ずる加速度」＝「そ

の物体に加わる力の合計」で表される。地球上で空気の抵抗が無視できなければ，質量ｍ[kg]
の物体に加わる力（重力＝地球が引っ張る下向きの力）はｍｇ[N(ニュートン)]と空気抵抗に

よる止めようとする力との合計である。（ｇは重力加速度[m/s2]である）その物体の変位（垂

直方向の位置）をｘ[ｍ]で表した，関係式（運動方程式）を求めよう。なお空気抵抗による

止めようとする力は物体の速度に比例する量で，比例定数を D として表そう。 
 
２．２ ラプラス変換 ラプラス変換表を用いる 
２．３ ラプラス変換による定係数線形微分方程式の解 

（１）自由落下 mgtxm −=)(&&  → gtx −=)(&&  
a） hx =)0( ， wx =)0(& の時 

手順１）変換表を用いてラプラス変換を行う 

s
gxsxsXs 1)0()0()(2 −=−− &    

s
gwshsXs 1)(2 −=−−  

手順２）X について解く 

s
h

s
w

s
gsX 111)( 23 ++−=  

手順３）変換表を用いて逆ラプラス変換を行う 

hwtgttx ++−= 2

2
1)(  

ちなみに速度は  wgttxtv +−== )()( &  

画像:325px-Fliehkrafregler.PNG
出典: フリー百科事典 
『ウィキペディア（Wikipedia）』
 

図１．１ ワットの調速機 
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b) hx =)0( ， 0)0( =x& の時 
手順１）ラプラス変換を行う 

s
gxsxsXs 1)0()0()(2 −=−− &    

s
gshsXs 1)(2 −=−  

手順２）X について解く 

s
h

s
gsX 11)( 3 +−=  

手順３）逆ラプラス変換を行う 

hgttx +−= 2

2
1)(  

ちなみに速度は  gttxtv −== )()( &  
c) 0)0( =x ， wx =)0(& の時 

手順１）ラプラス変換を行う 

s
gxsxsXs 1)0()0()(2 −=−− &    

s
gwsXs 1)(2 −=−  

手順２）X について解く 

23

11)(
s

w
s

gsX +−=  

手順３）逆ラプラス変換を行う 

wtgttx +−= 2

2
1)(  

ちなみに速度は  wgttxtv +−== )()( &  
d) 0)0( =x ， 0)0( =x& の時 

手順１）ラプラス変換を行う 

s
gxsxsXs 1)0()0()(2 −=−− &    

s
gsXs 1)(2 −=  

手順２）X について解く 

3

1)(
s

gsX −=  

手順３）逆ラプラス変換を行う 
2

2
1)( gttx −=  

ちなみに速度は  gttxtv −== )()( &  
 
課題２．３．１ a)b)c)d)について )(tx ， )(tv のグラフを描きなさい。ただし wh,0 <  

 
（２）粘性抵抗があるもとでの自由落下 )()( txDmgtxm &&& −−=  

0)0( =x ， 0)0( =x& の時のみを考える 
手順１）ラプラス変換を行う 

))0()((1))0()0()(( 2 xssXD
s

mgxsxsXsm −−−=−− &    )(1)(2 sDsX
s

mgsXms −−=  

手順２）X について解く 

s
mgsXDsms 1)()( 2 −=+   

)(
1)( 2 Dmss

mgsX
+

−=  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=

m
Dss

gsX
2

1)(  

手順３）逆ラプラス変換を行う 
ここで部分分数分解を行う 
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 とおいて， a ，b ， cを定める。 

右辺を通分して両辺の分子を比べると 
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課題２．３．２ （１）と同様に４つの場合について計算し，それぞれグラフを描きなさい。 
 

２．４ 行列 
行列の計算  
行列の固有値・固有ベクトル 
行列のランク 
 
課題２．４ 行列の固有値，固有ベクトル，ランク 

についてまとめなさい。 
 
３．物理現象の記述と状態量 
３．１ 代表的物理量の記述 
３．１．１ 運動方程式（質量―ばね系） 
（１） 重力のない空間で，図１のような「ばね

＋質量」の振動系がある。上端 x(t)を時

間とともに上下動させることを考える。

質量の部分 y(t)がどのように動くかを

調べたい。質量に着目して運動方程式を

立てよう。 
ただし，ばねが伸び縮みしていない場合

の x と y をそれぞれの原点とする。

（x=0,y=0 であれば,ばねは自然長とな

っている。）ばねの伸びは yx − で表さ

れる。ばねが質量を上向きに引っ張る

x(t) 

y(t) 

ばね定数 
k 

質量 
m 

x(t) 

y(t)

ばね定数 
k 

質量 
m 

粘性

抵抗

係数 
D 

図３．２ ばね-抵抗-
質量系 図３．１ ばね-質量系
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力は )( yxk − となる。 
（２） 重力のない空間で，図２のような「ばね＋質量＋粘性抵抗」の振動系がある。上端 x(t)を時

間とともに上下動させることを考える。質量の部分 y(t)がどのように動くかを調べたい。質

量に着目して運動方程式を立てよう。 
ただし，ばねが伸び縮みしていない場合の x と y をそれぞれの原点とする。ばねの伸びは

yx − で表される。ばねが質量を上向きに引っ張る力は )( yxk − となる。ダンパ部は質量の

速度に比例して逆向きの力を生ずるので，ダンパ部が上向きに質量を押す力は「－D×質量

の上向き速度」で表される。なお D の単位も考えよう。 
 
３．１．２ キルヒホフの定理と LCR 回路 
（１） 図３の RC 回路において，入力電圧 x(t)を加えたとき，出力電圧 y(t)はどうなるか式で表し

なさい。抵抗の左端からコンデンサの下の GND
に向かって流れる電流を i として， 
x(t)＝抵抗での電圧降下＋コンデンサでの電圧降

下 
y(t)＝コンデンサでの電圧降下 
の２つの式を立てて，y(t)の一階微分の式を作り，

i を消去すればよい。 
（２つの式があるので１つの変数を消去することが 出

来る） 
（２） 図４の LCR 回路において，入力

電圧 x(t)を加えたとき，出力電圧

y(t)はどうなるか式で表しなさい。

抵抗の左端からコンデンサの下

のGNDに向かって流れる電流を

i として， 
x(t)＝抵抗での電圧降下＋インダ

クタンスでの電圧降下＋コンデ

ンサでの電圧降下 
y(t)＝コンデンサでの電圧降下 
の２つの式を立てて，y(t)の一階微分の式，二階微分の式を作り，i を消去すればよい。 
（２つの式があるので１つの変数を消去することが出来る） 

 
３．２ ラプラス変換を用いて方程式を解く 
３．２．１ 運動方程式の解（質量―ばね系） 
（１）ばね－質量系 ))()(()( tytxktym −=&&  

)()()( tkxtkytym =+&&          （3.1） 
0)0( =y ， 0)0( =y&  の時を考える 

)()()( tkxtkytym =+&&  
手順１）ラプラス変換を行う 

)()())0()0()(( 2 skXskYysysYsm =+−− &  )()()(2 skXskYsYms =+  
手順２）Y について解く 

)()(
2

sX

m
ks

m
k

sY
+

=  

)()( 22

2

sX
s

sY
n

n

ω
ω
+

=  ただし，
m
k

n =2ω      （3.2） 

ここで )()()( sXsGsY = （出力のｓ領域表現＝Ｇ(s)×入力のｓ領域表現）の形をとると 
Ｇ(s)は伝達関数と呼ばれる。 

x(t) y(t)

抵抗 
R[Ω]

コンデンサ容量 
C[F]

x(t) y(t)

抵抗 
R[Ω]

インダクタンス 
L[H]
コンデンサ容量 

C[F] 

図３．３ CR 回路 

図３．４ LCR 回路 



システム制御資料 2007 担当小坂 

5/32 

伝達関数は様々な形をとるが，ここでは 22

2

)(
n

n

s
sG

ω
ω
+

= である。 

入力関数を決めないとこれ以上計算ができないので，例として 

)()( tutx = （単位ステップ関数） 
s

sX 1)( =  

の場合を解くことにする。 

( )22

2

)(
n

n

ss
sY

ω
ω
+

=  

手順３）逆ラプラス変換を行う 
ここで部分分数分解を行う 
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とおいて， a ，b ， cを定める。 

右辺を通分して両辺の分子を比べると 
222222 )( nnnnn ascsbascbsaas ωωωωω +++=+++=  
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22

1)(
ns

s
s

sY
ω+

−=  

tty nωcos1)( −=     （3.3） 
 
（２）ばね－抵抗－質量系 )())()(()( tyDtytxktym &&& −−=  

0)0( =y ， 0)0( =y&  の時を考える 
)()()()( tkxtkytyDtym =++ &&&      （3.4） 

手順１）ラプラス変換を行う 
)()())0()(())0()0()(( 2 skXskYyssYDysysYsm =+−+−− &  

)()()()(2 skXskYsDsYsYms =++  
手順２）Y について解く 

)()(
2

sX

m
ks

m
Ds

m
k

sY
++

=  

)(
2

)( 22

2

sX
ss

sY
nn

n

ωζω
ω

++
=        （3.5） 

ただし，
m
k

n =ω ，
mk

D
2

=ζ  通常は 10 << ζ  

ここで )()()( sXsGsY = （出力のｓ領域表現＝Ｇ(s)×入力のｓ領域表現）の形をとると 
Ｇ(s)は伝達関数と呼ばれる。 

伝達関数は様々な形をとるが，ここでは 22

2

2
)(

nn

n

ss
sG

ωζω
ω

++
= である。 

分母がｓの二次式の伝達関数を持つモデルは二次遅れ要素と呼ばれている。 
入力関数を決めないとこれ以上計算ができないので，例として 

単位と計算について 
 
同じ単位を持つ量は加減算

を行うことができる 
 
例 
3m＋5m ○ 
3m+5kg × 
 
乗除算ではそれぞれの量の

単位についても演算ができ

る 
 
例 
10m÷2sec＝5m/sec 
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)()( tutx = （単位ステップ関数） 
s

sX 1)( =  

の場合を解くことにする。 

22

2

2
1)(

nn

n

sss
sY

ωζω
ω

++
=  

手順３）逆ラプラス変換を行う 
ここで部分分数分解を行う 
通例に従って，途中で分母で平方完成を行う 10 << ζ の場合のみを計算することにする 
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−
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−
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−
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よって 

)1sin()exp(
1

)1cos()exp(1)( 2

2

2 ttttty nnnn ζωζω
ζ

ξζωζω −−
−

−−−−=    （3.6） 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−

+−−−= )1sin(
1

)1cos()exp(1)( 2

2

2 tttty nnn ζω
ζ

ξζωζω    （3.7） 

この他 
ζ<1 の時は 

( ) ( )ttty nn ωζζ
ζ

ζζ
ωζζ

ζ

ζζ
)1(exp

12

1
)1(exp

12

1
1)( 2

2

2
2

2

2

−−−
−

−+
−−+−

−

−−
+=  （3.8） 

1=ζ の時は 
)exp()1(1)( ttty nn ωω −+−=    （3.9） 

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15ωｎｔ

ζ＝0

ζ＝0.2

ζ＝0.4
ζ＝0.7

ζ＝1

ζ＝1.5

ζ＝2

 
図３．５ ばね－抵抗－質量系（二次遅れ系）の単位ステップ応答 

 
課題３．２．１ ζ<1 ， 1=ζ の場合について，自分で計算しなさい。 
課題３．２．２ )(ty が最大値ピークを持つ条件を求めなさい。 
課題３．２．３ )(ty が最大値ピークを持つ場合について， )(ty の傾きが 0 になる時刻を小さ

いほうから 3 つ求めなさい。またその時の )(ty の値を求めなさい。 
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３．２．２ キルヒホフの定理と LCR 回路 
（１）RC 回路 0)0( =y で考える 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

+=

∫

∫

)()(1

)(1)()(

tydti
C
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)()(1 tyti
C

&=  より )()( tyCti &=  

)()()( txtytyRC =+&  
0)0( =y のもとでラプラス変換して 

)()()( sXsYsRCsY =+  

)(
1

1)( sX
RCs

sY
+

=       （3.11） 

ここで )()()( sXsGsY = （出力のｓ領域表現＝Ｇ(s)×入力のｓ領域表現）の形をとると 
Ｇ(s)は伝達関数である。 

ここでは
1

1)(
+

=
Ts

sG である。ただし RCT =  

分母がｓの一次式の伝達関数を持つモデルは一次遅れ要素と呼ばれている。 
入力関数を決めないとこれ以上計算ができないので，例として 

)()( tutx = （単位ステップ関数） 
s

sX 1)( =  

の場合を解くことにする。 
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T
sTssTs
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⎞

⎜
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T
tty exp1)(         （3.12） 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 2 4 6 8 10ｔ/T  
図６ RC 回路の（一次遅れ系の）単位ステップ応答 

 
（２）RLC 回路 0)0()0( == yy & で考える 
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 )()(1 tyti
C

&=  より )()( tyCti &= ， )()( tyCti &&& =  

)()()()( txtytyLCtyRC =++ &&&  
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0)0()0( == yy & のもとでラプラス変換して 
)()()()(2 sXsYsRCsYsYLCs =++  
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L
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ここで )()()( sXsGsY = の形をとると 

伝達関数Ｇ(s)は 22

2

2
)(

nn

n

ss
sG

ωξω
ω

++
= である。 

分母がｓの二次式の伝達関数を持つモデルは二次遅れ要素と呼ばれている。 
 単位ステップ応答はばね－抵抗－質量系と同じとなる。 

 
４．基本的なフィードバック制御（伝達関数と s 領域で入出力） 
４．１ DC モータ駆動と機械的時定数，ゲイン 
現在位置： )(tθ [rad] 
現在角速度： )(tω [ rad/s] 
モータの軸の周りの慣性モーメント： J [ 2kgm ] 
モータの指令電圧： mv (t)[V] 
モータの内部抵抗： R [Ω] 
モータの電流： i (t)[A] 
モータの逆起電圧： ωv (t)[V] 
モータの発生トルク：τ(t)[N・m] 
指令電圧に関する式についてはキルヒホフの法則により 

)()()( tvtRitvm ω+=       （4.1） 
（インダクタンスＬは非常に小さいと仮定している） 
となる。逆起電圧は軸の角速度に比例するので、 

)()( tKtv ωωω =          （4.2） 
モータの発生トルクは電流に比例するので 

)()( tiKt ττ =            （4.3） 
となる。また、モータの軸の周りに関する回転系の運動方程式は 

)()()( tDttJ ωτω −=&        （4.4） 
となる。ただし )(tDω は角速度に比例して止めようとする空気などの抵抗を表します。 
回路に関する３式（4.1）（4.2）（4.3）を（4.4）に代入すると 

)())(
)(

()( tDt
R

K
R

tv
KtJ m ωωω ω

τ −−=&      （4.5） 

)()()(
)(

tv
DRKK

K
tt

D
R
KK

J
m+

=+
+ ωτ

τ

ωτ

ωω&    （4.6） 

)()()( tKpttT =+ωω&  ただし，

)( D
R
KK

JT
+

=
ωτ

， )()( tv
DRKK

KK
tKp m

m

+
=

ωτ

τ   （4.7） 

ラプラス変換すると 

M mv
ωv

)(tiR J

図７ DC モータのモデル 
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)()()( sKPssTs =Ω+Ω    （4.8） 

)(
1

)( sP
Ts

Ks
+

=Ω ，すなわち伝達関数は
1

)(1 +
=

Ts
KsG    （4.9） 

)()( tt ϖθ =& ，とおけば 

)()()( tKpttT =+θθ &&&       （4.10） 

( ) )(
1

)( sP
Tss
Ks
+

=Θ ，すなわち伝達関数は ( )1
)(2 +
=

Tss
KsG   （4.11） 

 
４．１App K，T の同定（実際の測定から K，T を求める） 
モータへの電圧指令値 )(tp に対応する指令値関数（実際には PWM（pulse width modulation, 
パルス幅変調）信号値で高速 ON-OFF 駆動のデューティ比を制御する関数） )(tp に大きさが a の

ステップ関数を使用することにすると， 

)()( tautp = ，
s
asP =)(    （4.12） 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

=
+

=Ω

T
ss

Ka

T
ssT

Ka
s
a

Ts
KsP

Ts
Ks

1
11

1
1

1
)(

1
)(    （4.13） 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= t

T
Kat 1exp1)(ω     （4.14） 

モータ軸（実は減速機軸）には回転角度センサ（ロータリエンコーダ）がついている。1 回転 800
パルスの性能のものである。制御中は 10ms ごとに角度情報を得られるので，角速度は 10ms ごと

の角度の差分で求めている。 

0
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80
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角
速
度
[p
u
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e
/
1
0
m
s]

実測曲線

同定曲線

K=7.5[pulse/s/pwm]

T=0.05[s]

 
図８ モータ指令値 900=a [pwm]を続けた場合のステップ応答結果 
（PWM 値は±1000 の間をとり，1000 でデューティ比 100％となる） 

この結果 6800=Ka [pulse/s]なので， 5.7=K [pulse/s/pwm]、 05.0=T [s]を得ることができる。 
 
４．２ DC モータを用いた位置決め制御系（位置フィードバック制御） 
モータの角度変位を指示した角度（目標値）でぴたりと止めたい。どのようにモータ指令値を

与えたらよいか考える。ただし，モータ指令値 a は-P から+P までの値であり（実験例では-1000
から 1000），プラスは正転指令値，マイナスは逆転指令値を表す。指令値 0 はモータに電力を供

給しないことを現す。 
目標値の手前なら，先に進め，行き過ぎたら逆に進めるようにモータ指令値を与えるのがよい

だろう。しかもモータ指令値の絶対値は，目標値と現在位置の差に比例するようにすればよいだ

ろう。このような考え方はフィードバック制御と呼ばれる。しかも位置情報のみをフィードバッ

クするので，位置フィードバック制御と呼ばれる。 
モータへの入力 )(tp を次式のように目標値 )(trθ と，現在位置 )(tθ から生成する。 
ここに pk は位置フィードバックゲインと呼ばれる。 
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))()(()( ttktp rp θθ −=     （4.15） 

)()()( tKpttT =+θθ &&&      （4.16） 
この２式をまとめて 

))()(()()( ttKkttT rp θθθθ −=+ &&&      （4.17） 
ラプラス変換して 

))()(()()(2 ssKksssTs rp Θ−Θ=Θ+Θ    （4.18） 

( ) )()(2 sKksKksTs rpp Θ=Θ++      （4.19） 

)()( 2 s
KksTs

Kk
s r

p

p Θ
++

=Θ         （4.20） 

)(
1

)(
2

s

T
Kk

s
T

s

T
Kk

s r
p

p

Θ
++

=Θ         （4.21） 

)(
2

)( 22

2

s
ss

s r
nn

n Θ
++

=Θ
ωζω

ω
 ただし，

T
Kk p

n =2ω ，

pTKk2
1

=ζ    （4.22） 

 伝達関数は 22

2

3 2
)(

nn

n

ss
sG

ωζω
ω

++
=     （4.23） 

目標値を )(trθ を大きさb のステップ関数で与えると，一定の目標値b を与えたことになる。 

s
bsr =Θ )( なので 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=
++

=Θ
++

=Θ 22

2

22

2

22

2

2
1

2
)(

2
)(

nn

n

nn

n
r

nn

n

sss
b

sss
bs

ss
s

ωζω
ω

ωζω
ω

ωζω
ω

  （4.24） 

よって 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−

+−−−= )1sin(
1

)1cos()exp(1)( 2

2

2 tttbt nnn ζω
ζ

ζζωζωθ    （4.25） 

 
４．２APP 実験による位置決め制御の確認（位置フィードバック制御） 
200pulse の位置（1/4 回転）を目標にしたステップ応答（位置決め制御）を実行した 

05.0=T [s]， 5.7=K [pulse/s/pwm]より， pk の値により， nω ，ζ が定まる。 
 
 

pk [pwm/pulse] nω [rad/s] ζ [-] 
5 27 0.37 
10 39 0.26 
20 55 0.18 
40 77 0.13 

 



システム制御資料 2007 担当小坂 

11/32 

0

50

100

150

200

250

300

350

0 200 400 600 800 1000
時間[ms]

角
度

[p
u
ls
e
] 理論値

実験値

 
図９ DC モータのステップ応答 5=pk [pwm/pulse] 
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図 10 DC モータのステップ応答 10=pk [pwm/pulse] 
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図 11 DC モータのステップ応答 20=pk [pwm/pulse] 
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図 12 DC モータのステップ応答 40=pk [pwm/pulse] 

 
 

４．３ DC モータを用いた位置決め制御系（位置フィードバック制御＋速度フィードバック） 
４．２の位置フィードバックによる制御では振動が収まるまでに時間がかかっているのがわかる。

これに対し，理論的にはζ をもうすこし大きくすることができれば，振動をはやく収めることがで

きる。振動して困るときはどろどろの油の中に漬けてしまえば，振動が低減する現象を利用するこ

とと同じ考え方である。 
ここで速度に比例した止めようとする指令値を導入することにして次のような指令値算出法を使

用する。 
モータへの入力 )(tp を次式のように目標値 )(trθ と，現在位置 )(tθ と速度情報（位置差分）から

生成する。ここにΔ [s]は短い時間， vk [pwm s/pulse]は速度フィードバックゲインと呼ばれる。 

)())()(()( tkttktp vrp θθθ &−−=   
Δ

Δ−−
=

)()()( ttt θθθ&    （4.26） 

)()()( tKpttT =+θθ &&&          （4.27） 
この２式より 

( ))())()(()()( tkttkKttT vrp θθθθθ &&&& −−=+     （4.28） 

( ))())()(()()(2 ssksskKsssTs vrp Θ−Θ−Θ=Θ+Θ    （4.29） 

( ) )()()1(2 sKksKksKkTs rppv Θ=Θ+++        （4.30） 

)(
)1(

)( 2 s
KksKkTs

Kk
s r

pv

p Θ
+++

=Θ        （4.31） 

)(
1

)(
2

s

T
Kk

s
T
Kks

T
Kk

s r
pv

p

Θ
+

+
+

=Θ          （4.32） 

)(
2

)( 22

2

s
ss

s r
nn

n Θ
++

=Θ
ωζω

ω
 ただし，

T
Kk p

n =2ω ，
p

v

TKk
Kk

2
1+

=ζ    （4.33） 

 伝達関数は 22

2

3 2
)(

nn

n

ss
sG

ωζω
ω

++
= で前項と同じである。 

目標値を )(trθ を大きさb のステップ関数で与えると，その後の計算には変更なく，次のように

なる。 
10 <≤ ζ の時 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−

+−−−= )1sin(
1

)1cos()exp(1)( 2

2

2 tttbt nnn ζω
ζ

ζζωζωθ    （4.34） 

ζ<1 の時 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−

−

−+
−−+−

−

−−
+= ttbty nn ωζζ

ζ
ζζωζζ

ζ
ζζ )1(exp

12
1)1(exp

12
11)( 2

2

2
2

2

2

 

 （4.35） 
1=ζ の時 

[ ])exp()1(1)( ttbty nn ωω −+−=    （4.36） 
 
課題４．３．１ 実際のモータでは )())()(()( tkttktp vrp θθθ &−−= の代わりに 

( ))()())()(()( 0 Δ−−−−= ttkttktp vrp θθθθ を使っている。 

10=Δ [msec]として， 0vk と vk の換算方法を述べなさい。 
 
 

４．３APP 実験による位置決め制御の確認（位置フィードバック＋速度フィードバック制御） 
200pulse の位置（1/4 回転）を目標にしたステップ応答（位置決め制御）を実行した 

05.0=T [s]， 5.7=K [pulse/s/pwm]を同定結果より得， 20=pk [pwm/pulse]を固定すると，

vk [pwm s/pulse]の値により， nω ，ζ が定まる。 
 

vk [pwm s/pulse] nω [rad/s] ζ [-] 
0.1 55 0.32 
0.2 55 0.46 
0.4 55 0.73 
0.8 55 1.28 
1.6 55 2.37 
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図 13 DC モータのステップ応答 20=pk [pwm/pulse]， 1.0=vk [pwm s/pulse] 
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図 14 DC モータのステップ応答 20=pk [pwm/pulse]， 2.0=vk [pwm s/pulse] 
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図 15 DC モータのステップ応答 20=pk [pwm/pulse]， 4.0=vk [pwm s/pulse] 

0

50

100

150

200

250

0 200 400 600 800 1000
時間[ms]

角
度

[p
u
ls
e
]

理論値

実験値

 
図 16 DC モータのステップ応答 20=pk [pwm/pulse]， 8.0=vk [pwm s/pulse] 
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図 17 DC モータのステップ応答 20=pk [pwm/pulse]， 6.1=vk [pwm s/pulse] 

 
 
課題４．３．２ 「４．３APP」の最初で nω ，ζ を計算して表を作っているが，どのようにして

計算したのか，計算過程を述べなさい 
 
課題４．３．３ DC モータのステップ応答において nω ，ζ の役割を述べなさい 
 
課題４．３．４ DC モータのステップ応答において pk ， vk の役割を述べなさい 
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５．現代制御理論のアプローチ 
状態量，状態空間の扱い 
５．１ 制御系の状態表現 

例 )(tu →二次遅れ要素→ )(ty  )()(2)(3)( tutytyty =++ &&&  
ここからの )(tu は単位ステップ関数ではないことに注意， 
これまで一般入力として )(tx を使っていたのを )(tu で表す。 

 
５．１．１ 古典制御理論の伝達関数表現 

)()(2)(3)( tutytyty =++ &&&  0)0()0( == yy & とする 
ラプラス変換して 

)()(2)(3)(2 susyssysys =++   （今後はラプラス変換しても関数を小文字で表す。） 

)(
23

1)( 2 su
ss

sy
++

=  

伝達関数は
23

1)( 2 ++
=

ss
sG  

特性方程式（「伝達関数の分母」＝0）は 0232 =++ ss  
特性根（特性解，特性方程式の解）は 1,2 −−=s  0)1)(2(232 =++=++ ssssQ  
(a)単位インパルス応答 入力 )(tu が単位インパルス関数とすると 1)( =su なので 

1
1

2
1

)1)(2(
1

23
1)(

23
1)( 22 +

+
+

−=
++

=
++

=
++

=
ssssss

su
ss

sy  

)exp()2exp()( ttty −+−−=  
(b) 入力が 0)( =tu で 0)0(,1)0( == yy & の場合 
( ) ( ) )()(2)0()(3)0()0()(2 susyyssyyssysys =+−+−− &  
( ) ( ) 0)(21)(3)(2 =+−+− syssyssys  

3)(2)(3)(2 +=++ ssyssysys  

1
2

2
1

)1)(2(
3

23
3)( 2 +

+
+

−=
++

+
=

++
+

=
ssss

s
ss

ssy  

)exp(2)2exp()( ttty −+−−=  
 
５．１．２ 状態表現 

)()(2)(3)( tutytyty =++ &&&  

⎩
⎨
⎧

==
=

)()()(
)()(

12

1

txtxty
txty

&&
 とおくと 

⎩
⎨
⎧

+−−=+−−==
=

)()(2)(3)()(2)(3)()(
)()(

122

21

tutxtxtutytytytx
txtx

&&&&

&
 

⎩
⎨
⎧

+−−=
=

)()(3)(2)(
)()(

212

21

tutxtxtx
txtx

&

&
 

よって 

)(
1
0

)(
)(

32
10

)(
)(

2

1

2

1 tu
tx
tx

tx
tx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
&

&
    （5.1） 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)(
)(

01)(
2

1

tx
tx

ty           （5.2） 
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ここで ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)(
)(

)(
2

1

tx
tx

tx ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)(
)(

)(
2

1

tx
tx

t
&

&
&x  とおくと 

)(
1
0

)(
32

10
)( tutt ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

= xx&    状態方程式         （5.3） 

( ) )(01)( tty x=          出力（観測）方程式      （5.4） 
と表記することができる。 
一般的には 

)()()( tutt bAxx +=&     状態方程式             （5.5） 
)()( tty cx=         出力（観測）方程式         （5.6） 

)(tx   状態変数 （ｎ次元列（縦）ベクトル） 
A         （ｎ×ｎマトリクス） 
b         （ｎ次元列（縦）ベクトル） 
c         （ｎ次元行（横）ベクトル） 
式（5.3）（5.4）では 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
32

10
A ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

b ， ( )01=c  

である。 
 
（5.5）（5.6）の表現を「制御系 cbA ,, 」「システム cbA ,, 」と呼ぶ。 
状態変数 )(tx はｎ次元ベクトル空間上を点が時間とともに移動すると考えられる。 
このｎ次元ベクトル空間のことを「状態空間」と呼ぶ。 
状態空間を利用した解析方法を「状態空間法」と呼ぶ。 
（古典制御での解析手法は「伝達関数法）） 
 
課題 ５．１．１ )()(4)(5)( tutytyty =++ &&& を状態変数で表しなさい。また cbA ,, をどのよ

うに設定すればよいか求めなさい。 
 
５．２ 状態方程式の解 
５．２．１ 定数変化法 
５．２．１．１ 準備 

一元一階微分方程式の例 
)()()( tutaxtx +=&   （5.2.1.1） 

0)0( xx =  
（１） 0)( =tu のもとで同次系一般解を得る 

0)()( =− taxtx&    （5.2.1.2） 
ここで )exp()( 0 txtx λ= とおくと 0)0( xx = は満足している。 

)exp()( 0 txtx λλ=&  なので式（5.2.1.2）に代入して 
0)exp()exp( 00 =− taxtx λλλ  

0)exp()( 0 =− txa λλ  λ=a  よって 
)exp()( 0 atxtx =   （同次系一般解）    （5.2.1.3） 

（２）非同次系一般解は一般解の定数を関数と置き換えて解く 
)exp()( 0 atxtx =  → )exp()()( attztx =  とおくと 

)exp()()exp()()( attzattaztx && +=  最初の式（5.2.1.1）に代入して 
)()exp()()exp()()exp()( tuattazattzattaz =−+ &  

)()exp()( tuattz =&  → )()exp()( tuattz −=&  積分して 
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)0()()exp()0()()exp()(
00

xduazduatz
tt

+−=+−= ∫∫ ττττττ  

{ } )exp()0()()exp()(
0

atxduatx
t

+−= ∫ τττ  

( ) )exp()()(exp)( 00
atxdutatx

t
+−= ∫ τττ  （非同次系一般解） （5.2.1.4） 

 
ここで式（5.2.1.2）において )exp()( 0 txtx λ= とおいたのは 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= L

!3
)(

!2
)(

!1
1)(

32

0
tttxtx λλλ  

と置いたのと同じである。 
 
課題 ５．２．１ 式（5.2.1.2）において 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= L

!3
)(

!2
)(

!1
1)(

32

0
tttxtx λλλ  

とおいて，同次系一般解を求めなさい。 
 

５．２．１．２ 状態方程式の解 
)()()( tutt bAxx +=&    （5.2.1.5） 

0)( xx =t  
（１） 0)( =tu のもとで同次系一般解を得る 

0)()( =− tt Axx&    （5.2.1.6） 

ここで 0

3322

!3!2!1
I)( xλλλx ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= L

tttt と置く（掛け算の順番注意） 

0

3322

!3!2!1
I)( xλλλλx ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= L&

tttt  

式（5.2.1.6）に代入すると 

0
!3!2!1

I
!3!2!1

I 0

3322

0

3322

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++ xλλλAxλλλλ LL

tttttt  

( ) 0
!3!2!1

I 0

3322

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++− xλλλAλ L

ttt  

よって Aλ =  であるから 

0

3322

!3!2!1
I)( xAAAx ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= L

tttt   （同次系一般解）  （5.2.1.7） 

ここで 

L++++=
!3!2!1

I)exp(
3322 tttt AAAA  

と定義すると 
0)exp()( xAx tt =     （同次系一般解の )exp( tA を用いた別表現）  （5.2.1.8） 

 
なお， )exp( tA には次のような都合のよい性質がある 
（１） IA =)0exp(  

（２） )exp()exp( tt
dt
d AAA =  
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（３） ( )( ) ( ) ( )2121 expexpexp tttt AAA =+  

（４） ( ) )exp()exp( 1 tt AA −=−  
 
５．２．２ ラプラス変換による解 

)()()( tutt bAxx +=&    （5.2.2.1） 
をラプラス変換して 

)()()( 0 susss bAxxx +=−    （5.2.2.2） 
( ) 0)()( xbxAI +=− suss  

( ) ( ) )()( 1
0

1 susss bAIxAIx −− −+−=    （5.2.2.3） 
逆ラプラス変換する 

( )( ) ( )( ))()( 1
0

1 susst bAIxAIx −− −+−= -1-1 LL       （5.2.2.4） 

ここで ( ) IAAAIAI =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++− K3

3

2

21
ssss

s  なので 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++ K3

3

2

21
ssss
AAAI は ( )AI −s の逆行列である。ここで 

( )( )1)( −−= AIΦ st 1-L  
とおくと 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= K4

3

3

2

2)(
ssss

t AAAIΦ 1-L  

K+++++= 4
4

3
3

2
2

!4!3!2
)( ttttt AAAAIΦ  

なので 
( )tt AΦ exp)( =    （5.2.2.5） 
( )tt AΦ exp)( = は状態推移行列と呼ばれる。 

よって（5.2.2.4）は 

( ) ( ) τττ
τ

duttt
t

)()(expexp)(
0 00 ∫ =

−+= xAxAx    （5.2.2.6） 

 
 

５．３ 状態推移行列 
状態推移行列 ( )( ) ( )tst AAIΦ exp)( 1 =−= −-1L  の求め方 
（１）直接 ( )tAexp を計算する。→コンピュータ向き 

（２）ラプラス変換を用いて ( )( )1)( −−= AIΦ st 1-L より計算する 

例 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
32

10
A  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

32
1

32
10

0
0

s
s

s
s

s AI
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( )

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

+
++

−
+

+

+
+

+
−

+
+

+
−

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++
−

++++
+

=
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=

+
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=− −

1
1

2
2

1
2

2
2

1
1

2
1

1
2

2
1

)1)(2()1)(2(
2

)1)(2(
1

)1)(2(
3

)1)(2(
2

13

23
2

13

32
1

2
13

2
1

ssss

ssss

ss
s

ss

ssss
s

ss
s

s

ss
s

s

s
s

s
s

s AI

 

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−−
−+−−−+−−

=−= −

)exp()2exp(2)exp(2)2exp(2
)exp()2exp()exp(2)2exp(

)( 1

tttt
tttt

st AIΦ 1-L  

行列Aの固有値は，-1，-2 であった。 
 
課題 ５．３．１ 次の状態を表す行列Aにおいて，その固有値と 
状態推移行列 ( )( ) ( )tst AAIΦ exp)( 1 =−= −-1L を求めなさい 

（１） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
54

10
A  （２） ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
16

10
A  （３） ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
56
10

A  

（４） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
413
10

A  （５） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
413

10
A   

 
課題 ５．３．２ 「課題 ５．３．１」より，固有値と状態推移行列の特徴（特に収束と発

散，振動項がある場合は振動数の大小）を抜き出して考察しなさい。 
 

 
５．４ 入力がない場合の状態推移と表現 

⎩
⎨
⎧

=
=

)()(
)()(

tty
tt

cx
Axx&

 

例 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
32

10
A ， ( )01=c ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

0x とする。 

0)exp()( xAx tt =  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−
−+−−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−−−−
−+−−−+−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

)exp(2)2exp(2
)exp(2)2exp(

0
1

)exp()2exp(2)exp(2)2exp(2
)exp()2exp()exp(2)2exp(

)(
)(

2

1

tt
tt

tttt
tttt

tx
tx

 

( ) )exp(2)2exp(
)(
)(

01)(
2

1 tt
tx
tx

ty −+−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

状態軌道-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0
0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ｘ1

ｘ
2

出力

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 2 4 6 8 10ｔ

ｙ
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ここで出力に， )2exp( t− ， )exp( t− が出てきたが， t の係数-2，-1 は， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
32

10
A の固有

値に等しい。 
 
 

課題 ５．４．１ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
32

10
A ， ( )01=c ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

0x  

において入力がない場合の状態軌道と出力を求め，グラフに表示しなさい。  
そして，出力の式における exp()の t の係数とAの固有値を比較しなさい。 
 
課題 ５．４．２ 次のA，c， 0x の系において入力がない場合の出力を求め， 
グラフに表示しなさい。 
そして，出力の式における exp()の t の係数とAの固有値を比較しなさい。 

（１） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
54

10
A ， ( )01=c ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

0x  

（２） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
16

10
A ， ( )01=c ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

0x  

（３） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
56
10

A ， ( )01=c ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

0x  

（４） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
413
10

A ， ( )01=c ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

0x  

（５） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
413

10
A ， ( )01=c ， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

0x  

課題 ５．４．３ 「課題５．４．２」を参考につぎのことを確かめなさい。 
（１）固有値の実部が正であると，出力は発散する 
（２）固有値の実部が不であると，出力は収束する 
（３）固有値が複素数になっている場合，必ず共役複素数が対になった固有値になる。虚部は，

振動する出力の周波数に対応しており，虚部の絶対値が大きいと周波数は大きくなる。 
 

５．５ モータの位置決め制御と状態方程式 
「４．２」「４．３」で紹介したモータの位置決め制御を状態方程式で記述する。 
 

５．５．１ DC モータを用いた位置決め制御系（位置フィードバック制御） 
（4.17）より 

)()()()( tKktKkttT rpp θθθθ =++ &&&  

)()( tt θω &= とおくと 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=

=

)()(1)()(

)()(

t
T

Kk
t

T
t

T
Kk

t

tt

r
pp θθ ωω

ωθ

&

&

 

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

)(
)(

01)(

)(
0

)(
)(

1
10

)(
)(

t
t

t

t
T

Kk
t
t

TT
Kk

t
t

rpp

ω
θ

θ

ω
θ

ω
θ

θ
&

&

 

 



システム制御資料 2007 担当小坂 

22/32 

５．５．２ DC モータを用いた位置決め制御系（位置フィードバック制御＋速度フィードバック） 
（4.28）より 

)()()()1()( tKktKktKktT rppv θθθθ =+++ &&&  

)()( tt θω &= とおくと 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
+

−−=

=

)()(1)()(

)()(

t
T

Kk
t

T
Kkt

T
Kk

t

tt

r
pvp θθ ωω

ωθ

&

&

 

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

)(
)(

01)(

)(
0

)(
)(

1
10

)(
)(

t
t

t

t
T

Kk
t
t

T
Kk

T
Kk

t
t

rpvp

ω
θ

θ

ω
θ

ω
θ

θ
&

&

 

 
６．可制御性と可観測性 
６．１ 可制御性 

ある制御系が可制御であるとは 
「制御系のすべての状態変数を，任意の有限時間内に，任意の初期状態から 
任意の終端状態に移すような制御が存在する。」 
 
可制御性の定理 
n 次元制御系が可制御であるための必要十分条件 
「可制御行列」 ( )bAbAAbbV 12 −= nL で nrank =V  

nn×:A ， nn×:V  
 
６．２ 可観測性 

ある制御系が可観測であるとは 
「制御系の出力の有限時間区間の観測からその制御系の初期状態を一意的に決定できる」 
 
可観測性の定理 
n 次元制御系が可観測であるための必要十分条件 

「可観測行列」 ( ) ( )( )TnTTTTTT cAcAcAcN 12 −
= L で nrank =N  

nn×:A ， nn×:N  
 
６．３ 可制御性と可観測性を検討する例 
 

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

)(1)(

)(
1

)(
20

01
)(

2

1

tcty

tu
b

tt

x

xx&
 

の時の可制御性，可観測性を考える 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

20
01

A ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1b

b ， ( )21 c=c  

（１）可制御行列を求める 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

2120
01 11 bb

Ab  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

==
21
11 bb

AbbV  
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01 =b の時 1=Vrank  → 可制御ではない 
01 ≠b の時 2=Vrank  → 可制御である 

（２）可観測行列を求める 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

22 2
11

20
01

cc
TTcA  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

==
22 2

11
cc

TTT cAcN  

01 =c の時 1=Nrank  → 可観測ではない 
01 ≠c の時 2=Nrank  → 可観測である 

 
課題 ６．１ 自動車の振動制御を行いたい。次の各問いに答えなさい 
（１）自動車の物理モデルの生成 

 自動車のゆれ防止装置を考えるために図のよ

うなモデルを考える。 
 
自動車は単純化し，慣性モーメント J ，質量m と

し，重心は中央にあるとする。 
 
前後輪の部分のばね性をばね定数 k
で表す。 
 
アクチュエータは上下方向に力を発

生することとして，中心より右側 ar の

位置にある都市，上下方向センサは中

心より右側 sr の位置にあるとする。 
 
車輪位置の変位を 1u ， 2u とし，重心

位置の変位を x ，重心周りの角度をθ
とする。 
 
運動モデルは次の 2 式で記述できる。 
 
（１－１）重心の上下方向の動作を規定する運

動方程式（A）を記述しなさい。 
 
（１－２）重心周りの回転動作を規定する運動

方程式（B）を記述しなさい。 
 
（１－３）センサ位置の変位 y を規定する式

（C）を記述しなさい。 
 
（１－４）「（A）(B)（C）」の２つの運動

方程式で， 1u 2u を消去しなさい。 
 
ただし 

（１－１） f
m

x
m
kx 12

+−=&&   

（１－２） f
J
r

J
kr a+−= θθ

22&&   

質量 
慣性 

モーメント 

アクチュ
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（１－３） θsrxy +=   
が得られたら正解 
 
（２）状態方程式の生成 
（２－１）ここで vx =&  ωθ =&  とおき，状態表現で記述しなさい。 
ただし，状態ベクトルを ( )Tvx ωθ=x とおく。 
 
（２－２） fbAxx +=& ， cx=y  
とおいた時，次の a,b,c,d,e の値を求めなさい 
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（３）可制御性の検査 

( )bAbAAbbV 32= のランクを求めて 4 であれば可制御である。 
可制御性を検討し，考察しなさい。 

 
（４）可観測性の検査 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= TTTTTTT cAcAcAcN

32
のランクを求めて 4 であれば可観測である。 

可観測性を検討し，考察しなさい。 
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７．倒立振り子を例にとった制御方法 
７．１ 状態方程式 

倒立振り子は，もともと不安定な運動系なので，必ず制御が必要となる。モデル化に当たって

は次のように仮定する。 
（１）振り子の部分の全質量は錘の部分だけにあり，棒の部分の質量は０とする。 
（２）倒立振り子の制御のために外力 )(tf を加えられるものとする。 
運動方程式は台車と振り子別々に作る 

 
図７ 倒立振り子 
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1<<θ なので， θθ =sin ， 1cos =θ に近似 
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)(1 tf ， )(2 tf を消去するために 
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を用いて 
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)(tx&& と )(tθ&& が１つの式に入らないように変形 
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ここで )()( txtv &= ， )()( tt θω &= とおく。 
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ここで )(tθ を観測することにすれば 
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の形が得られた。 
 
７．２ 推移行列を求める 
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となり，発散することがわかり，このことは容易に推測される。 
 
 
７．２ 可制御性，可観測性 
倒立振り子の系の可制御性，可観測性を調べる。 
（１）可制御性 

( )bAbAAbbV 32= のランクを求めて 4 であれば可制御である。 
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となり，可制御である。 
（２）可観測性 
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に和を測定するものとする） 
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のランクを求めて 4 であれば可観測である。 
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よって可観測である。 
 
８ 状態フィードバックによる制御系の設計（極配置法） 
８．１ 状態フィードバックによる極配置法 

⎩
⎨
⎧

=
+=

)()(
)()()(

tty
tutt

cx
bAxx&

 

この制御系の振る舞いは，Aの固有値（極）によって定まっていた。（課題 ５．４．２参照） 
ここで一般入力 )(tu を状態変数の一次結合によって作ることとし，これを状態フィードバックとい

う。 
( )( ) )()()()( 321321 tvxxxxfffftvttu T

nn +=+= LLfx  
ここで )(tv は新たな一般入力であり， 

( )nffff L321=f  
はフィードバック係数ベクトルである。 
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そうすると 
)()()( tutt bAxx +=&  

は 
( ))()()()( tvttt ++= fxbAxx&  

( ) )()()( tvtt bxbfAx ++=&  
となり 
Aを bfA + に置き換えたことに相当する。この制御系の振る舞いは bfA + の固有値（極）によっ

て定まることになる。 bfA + の極を適当なところに置けば，不安定な制御系も安定にすることが出

来る。すなわち極の実部が負になるようにすればよい。 
この方法は「状態フィードバックによる極配置法」を呼ばれる。 
 
８．２ 状態フィードバックによる極配置法の例 
例 
（１）次のシステムの固有値（極）を 24 j±− にするような状態フィードバック係数ベクトル

)( 10 ff=f を求める。この設定した極は，極の実数部が負なので，安定な動作（時間経過とともに

収束）を与える。 
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  を  
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⎧
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)()()(

tty
tutt
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bAxx&

 とおく 

状態フィードバックが付加されたときは 
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tty
tvtt

cx
bxbfAx&

 

この時の固有方程式（固有値を求めるための方程式）は 
( ) 0=+− bfAIs  

( ) 0
1
1

32
11

0
0

10 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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0
32

11
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10 =
−+−
−−−+

fsf
ffs

 

0)22()33()4( 1010101010
2 =+−+−−+−−+−−+ ffffffffsffs  

0)45()4( 1010
2 =+−+−−+ ffsffs        （１） 

一方 24 j±− を解に持つ 2 次方程式は 
0)24)(24( =++−+ jsjs  

より 
02082 =++ ss                  （２） 

（１）（２）の係数が等しいはずなので 
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９．状態フィードバックによる倒立振り子の制御（極配置法） 
「７．１」より倒立振り子では次式が成り立っている。 
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mgk =1 ， g

M
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l
k ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 112

2 ，
M

k 1
3 = ，

lM
k 1

4 =  

フィードバック係数ベクトルを )( 4321 ffff=f としてフィードバック量を次のように表

す。 
)()( ttf fx=  

これはフィードバック量を台車の変位，台車の速度，振り子の角度，振り子の各速度の１次結

合で与えることを意味している。状態方程式は 

⎩
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bfxAxx

θ
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( )
⎩
⎨
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)()(
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cx
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θ
&

 

となる。 
ここで bfA + の固有値の実部が負になるように )( 4321 ffff=f を定めればよい。 
実際の極配置法では次の手順で )( 4321 ffff=f を定める。 
 
（１）制御系が可制御であることを確認する。 
すなわち 

( )bAbAAbbV 32=  

において ( ) 4=VRank を確認する。（実際 44

2

det
Ml
g

=V となる。） 

 
（２）Aの固有方程式（ s の多項式）の係数を求める。 
すなわち， ( ) 0det =−AIs より， 001

2
2

3
3

4 =++++ asasasas の係数を求める。 
これはAを数値演算ダニレフスキー法でコンパニオン行列に変換すると求められる。 
コンパニオン行列は 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−−−

=

0100
0010
0001

0123 aaaa

C  

で表され，AとCの固有値は一致している。そこで ( ) 0det =−CIs より 
001

2
2

3
3

4 =++++ asasasas を得る。 
 
（３）所望の固有値（複素数の場合は共役な複素数の組にする）を持つ４次の多項式の係数を

求める。 
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所望の固有値を 4321 ,,, ββββ とすると， 0))()()(( 4321 =−−−− ββββ ssss より 

001
2

2
3

3
4 =++++ γγγγ ssss を得る。 

 
（４）次の行ベクトルを算出する。 

( )33221100 γγγγ −−−−= aaaaf  
 
（５）次の変換行列を求める。 

VLT =  

ただし，

⎟⎟
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⎛
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0001
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32

321

a
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L  

 
（６）フィードバック係数ベクトルは 

1−= Tff で与えられる。 
 
１０．能動消音の紹介 
 実機による演習フィードフォワード制御 
 


